Halil Sykja
(Plotésim i béré né librin “Bazat e Teorisé sé Relativitetit, kapitulli ITI, botim i vitit 2015-Tirang)
Teorema e Néter-it (Noether)!

(Shenim i autorit. Eshté fakt i cuditshém gé né traktatin e famshém shumévéllimésh té fizikés teorike té
autoréve Landau-Lifshic nuk pérmendet asnjéheré teorema e Néter-it, megjithése trajtohen simetrité e
Lagranzhianit né hapésiré-kohé, sidomos né véllimin | e 11. Né pérputhje me traditén anglosaksone né kété
ribotim t€ librit “Bazat e Teoris¢ s€ Relativitetit po e trajtojmé kété teoremé t€ réndésishme né kapitullin 111
té librit té pérpunuar, té cilit i jané béré edhe pérmirésime e plotésime té tjera té réndésishme).

Né kété aneks po shgyrtojmé hallkat themelore té teoremés sé Néter-it, si njé mjet i fugishém i
studimit t& simetrive dhe madhésive konservative né dinamikén e sistemeve fizike-si ato diskrete, ashtu dhe
ato té vazhduara.

Fillimisht shohim njé sistem diskret grimcash Iéndore té karakterizuar nga N gradeé lirie (i=1,2,.....N) té cilit i
atribuojmé njé funksion veprimi, ose thjesht veprim -integralin

0)=["{aa e

ku L(qi(t),q-(t), tj éshté Lagranzhiani i sistemit; qi1,9z2,........ gn jané koordinatat e pérgjithésuara té

sistemit dhe g, (t) = dq,/ dt jané shpejtésité e pérgjithésuara té tij.

(Shenim:Lexuesi té dallojé né té gjitha formulat gé vijojné pikén mbi simbolet gé derivohen né lidhje me
kohén, né ndryshim nga cfaré kemi béré mé paré ku pika me té njejtin funksion veprues mbi funksionin
ishte mé e dalluar!).

Né se marrim parasysh variacionet shumé té vogla té koordinatave, duke i marré kéto variacione
zero né dy caste kufi ti, t, pra duke variuar trajektoren e sistemit né ményré té tillé gqé té mbahen fikse
kufijté, né ményré gé té kemi shndérrimin ¢, = q',=Q; +&:|i;&qi(t1)= ,(t,)=0, zbérthimi né seri té
Teilorit pér Lagranzhianin na jep shndérrimin e Lagranzhianit té ssitemit:

Lo>L'= L(qi +5qi,(ii+5c.]i,tj: L(qi,(.qi,tj+a—l'5qi + al.' 5(ii = L(qi,qi,t)+i5qi + 8I._ a
aql 8q| aql aql dt

(d:)

Kétu mé lart kuptohet shuma sipas indeksit latin té pérséritur nga 1 né N né shprehjet pérkatése dhe kété
do ta kemi parasysh gjithmoné.

Vini re mé lart ndérrimin e operacionit delta (variacion) me derivatin né lidhje me kohén. (Lexuesi e vérteton
thjeshté kété gjé). Qé kétej, pa véshtirési marrim variacionin e Lagranzhianit té dhéné me formulén:

: oL oL d oL d| oL d| oL
A= Lb=— =+ () = — =8+ | = = | =
of o4, dt aq; dt o4, dt o,

oL d oL d| oL
0q; dtaqi dt a4,

X,

1 Njé paragitje t& shkurtér té teoremés mund ta gjeni edhe né V.llisie: Concepts in Quantum Field Theory, A Practitioner’s ToolKit, Springer 2016.
Né kété shtojcé do té pérdorim njé numérim té formulave specifik vetém pér shtojcén.
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Pér té marré ekuacionet e lévizjes bazuar mbi parimin e Hamiltonit, sipas té cilit variacioni i veprimit éshté
zero kur sistemi kénaq ekuacionet e lévizjes reale té sistemit, duhet té plotésohet kushti i ekstremumit:

Ag,)=0["Ldt=[dtaL =0

Nga mé sipér gjejmé

t, t, t, oL d oL . d| oL
=5 Ldt=|"dtoL.=0="diey, W s a—(,*éqi dt

Mirépo, megenése kemi 5qi(t1): o“qi(tz): 0, rrjedh se integrali i dyté kétu mé lart anulohet dhe pra do
gjejmé, se duhet té rezultojé

pér njé variacion arbitrar té vogél &q; (t) pér caste té ndérmjetme ndérmjet dy kufijvé té kohés. Q& kjo
té dalé késhtu sido gé téjeté marré madhésia 5qi(t) pér kohét e ndérmjetme, shprehja nén integralin e
mésipérm éshté zero dhe marrim ekuacionin e lévizjes sé sistemit, ose ekuacionet Ojler-Lagranzh:

oo d GL:O

og; dt 5(.1-

Tani, si¢ éshté e njohur nga mekanika, veprimi i sistemit nuk pércaktohet né ményreé té vetme, gé do té
thoté se né se ndérrojmé Lagranzhianin e sistemit nga njé origjinal- L né njé té ri L”, i cili té ndryshojé nga
i pari nga derivati i ploté me kohén i njé funksioni té koorinatave dhe kohés-f(qit), veprimi mbetet i
pandryshuar. Vérteté, le té marrim Lagranzhianineri L =L —df(qi , t)/dt dhe llogaritim e veprimin e ri

do té gjejmé:

* o« ty df
| =L Ldt=L1 [L—a}dt
Variacioni i kétij veprimi té ri do té jeté

PR =f él.*dt:j:[al_—%}dt

Por, nga ana tjetér kemi é’f(q,t):%c?qi dhe késhtu marri 81" = ol —%(dqi(tz)—dqi(tl)): Sl . Pra,

i
veprimi mbetet invariant ndaj kétij shndérrimi té Lagranzhianit, prandaj edhe ekuacionet e l&vizjes mbeten
té njejta. Nga mé sipér, ne arrijmé né pérfundimin gé né se njé shndérrim infinitezimal i koordinatave
q— q+0géshté i tille gé Lagranzhiani i ri éshté i tillé gé variacioni i vet té merret né trajtén
_d(sf) dF

oL i e atéheré veprimi mbetet po ai dhe késhtu o6 éshté simetri e sistemit mekanik.



Pra, ¢do shndérrim koordinativ gé ka efekt té vetém ate té shndérrimit té Lagranzhianit té njé sistemi vetém
me aférsiné e njé termi gé éshté derivat i ploté i njé funksioni té koordinatave dhe kohés do té lejé ekuacionet
e lévisjes sé pandryshuara dhe késhtu ai shdérrim éshté njé simetri.

Teorema e Néterit konsiston né kété pohim:

Né se veprimi i njé sistemi éshté invariant ndaj njé shndérrimi infinitezimal té tillé qé koordinatat e
pérgjithsuara kalojné nga g — ( + & , atéheré-gjegjésisht- ndaj kétij shndérrimi ekziston njé ligj ruajtjeje
dhe madhésia gé ruhet- madhésia gé po e shenojmé J- mund té merret si funksion i Lagranzhianit dhe
madhésisé sé shndérrimit infinitezimal.

Vértetim:
Supozojmé se shndérrimi i koordinatave Q; — Q;'=(Q; + &; éshté njé simetri e sistemit. Atéheré do kemi
kété variacion té Lagranzhianit:

oL :0:8—|'5qi +8—L5qi—%

4% aq,
Duke pérdorur ekuacionet e lévizjes O-L pér ekuacionin e marré mund té shkruajmé:

O gy B O,
dt&qi aq, dt dt

dhe marrim kété ekuacion:

1= (% &, -p =0
at 0q;

Kétu veguam garté madhésiné gé ruhet me kalimin e kohés dhe pikérisht madhésiné:

Q= 6': of; — F=const.

0q;

Eshté béré zakon gé madhésia gé ruhet té quhet ngarkesa e Néterit dhe derivati i saj né lidhje me kohén
guhet rryma e Néterit.
Né mekanikén Lagranzhiane teorema e Néterit funksionon sipas kétij rendi:

1. Bé&jmé njé shndérrim koordinatash me madhésité &g;

2. Vlerésojmé variacionin e Lagranzhianit si rezultat i kétij shndérrimi

3. Né se Lagranzhiani varion sipas lidhjes oL = dF/dt, atéheré shndérrimi né fjalé i koordinatave
éshté njé simetri e sistemit

4, Si rezultat kemi njé madhési gé ruhet gjaté kohés, gé éshté ngarkesa e Néterit, pra rryma éshté

zero kur ka simetri.
Pér ilustrim po trajtojmé ruajtjen e impulsit dhe momentit té impulsit (momentit linear) té sistemit mekanik,
si rrjedhoja té simetrisé sé Lgranzhianit ndaj njé shmdérrimi té dhéné koordinativ.

e Zbatime té teoremés

a. Translacioni né hapésiré dhe ruajtja e impulsit (momentit linear)



Ky ligj ruajtjeje vjen si rezultat i lirisé sé zgjedhjes sé origjinés sé koordinatave. Pér thjeshtési,
shgyrtojmé lévizjen me njé pérmase té njé grimce me masé m, sipas boshtit x dhe si¢ dihet Lagranzhianin e
kemi té trajtés

L=mxixi/2:xi = dx/dt:ii =123

Atéheré, béjmé njé shndérrim té koordinatas x me ané té translacionit me njé madhési konstante, sipas
skemés: X, = X', =X, +a,;a, = X;; X', = X,; X, = 0. Lagranzhiani péson njé variacion si mé poshtg:

=L+ Lsxi—o,
Xi O Xi

sepse Lagranzhiani nuk varet né ményré eksplicite nga koordinatat Karteziane dhe se variacioni i shpejtésive
éshté zero. Megenése nuk kemi variacion té Lagranzhianit, nga formula oL = ?j_lt: mund té& marrim funksioni

F té trajtés F=C (konstante). Pér rrjedhojé rryma e Néterit né kété rast-njé madhési gé ruhet né kohé- éshté
madhésia:

ngc?qi —F:m;(iai —C =const.
oq;

Dallohet menjéheré madhésia fizike gé ruhet-momenti linear, ose impulsi i sistemit

p, = const.
(C dhe a; jané konstante)

b. Rrotullimi né hapésiré dhe ruajtja e momentit kéndor (momentit té impulsit)

E zemé-pér thjeshtési, se kemi lévizjen e njé grimce masive me njé shpejtési té dhéné né njé rrafsh.
Duke marré koordinatat Karteziane né rrafsh-x,y, kemi kété Lagranzhian:

o? )
L=mx/2+my /2

Duke marré njé rrotullim né rrafshin x,y me njé kénd té dhéné dhe ruajtur origjinén e koordinatave kemi

fillimisht kété shndérrim koordinativ:

X'= (Cos@)X +(sin@)y
{y'= —(sin@)x + (cosO)y’

ku éshté né dukje kéndi i fundém i rrotullimit té boshteve. Né se marrim njé rrotullim infinitezimal, té tillé
qé @ <<1, atéheré me péraférsi shkruajmé kété shndérrim infinitezimal:

X'=X+6y _

{y': oty sepse X = 6y; Yy = —€X

Nga mé lart me derivim né kohé kemi

).( - 4.9y. , pra kemi 5).(': 6?)./;5)./'= —0;(
y'=-0X+y

Q& kétej, variacioni i Lagranzhianit del gartas i dhéné me formulén:



oL = m>'<§/9+m§/[—>'<9j=o
Pér kété arsye rryma e Néterit do daléJ = Z—iéx + %__éy— F= (Xpy - ypx)6’— C = const dhe megenése

kéndi infinitezimal i rrotullimit éshté ¢farédo kemi kété madhési gé ruhet né kohé:
L,= (xpy —ypx): const.,
ku z éshté boshti sipas té cilit béhet rrotullimi (pingul merrafshin x,y). Ky ésht& momenti kéndor sipas oz.

c¢. Translacioni né kohé dhe ruajtja e energjisé

Deri tani pamé simetriné lidhur me translacionin e sistemit koordinativ né hapésiré, gé ¢oi né ruajtjen
e momentit linear té sistemit mekanik (impulsin). Tani shohim ¢faré sjell translacioni kohor.
Kur béhet translacion i kohés njé grimcé léndore né lévizje pritet t€ ndryshojné koordinatat e saj, megenése
jané funksione té kohés (fig.)
Ne mund ta karakterizojmé njé translacion kohor matematikisht duke kaluar nga variabli t né t+ot.
Késhtu kemi ndérrimet

X
- X(t+5t)
'. L] L]

v, q;(t) = a;(t+at)a,(t) > a,(t+ &)
Nga ana tjetér, duke gené se Otéshté madhési
infinitezimale, mund té zbérthejmé né seri té Teilorit

‘ 5 funksionet pérkatése:

{ 't+6t

qi(t + &)z Qi(t)+ di(t)& ;

qi(t + &) ~ qi(t)+ qi(t)ét
Pér rrjedhojé kemi kété variacion té Lagranzhianit té sistemit mekanik :

é]—=§_L(;|i5t+ Gl._ aiﬁ

% 0q;

Ndérkag, derivati i ploté i Lagranzhianit né lidhje me kohén do té ishté si vijon:

dL oL - oL oL
Ay Gt At =
dt oq; oq, ot

Mbi bazén e kétij ekuacioni té fundit mund té shkruajmé variacionin e Lagranzhianit edhe né trajtén

dt ot



Shihet garté se kur Lagranzhiani nuk éshté i varur né ményré eksplicite nga koha, pra kur ai ka trajtén
L= L(qi o] ) variacioni i tij si rezultat i translacionit né kohé do té kishte trajtén e duhur pér té pasur njé
madhési gé ruhet, pra do té kishte trajtén

oL, dia)_dr
dt dt dt

Ku tani kuptohet se funksioni F éshté funksion vetém i koordinatave dhe i kohés. Madhésia gé ruhet
(ngarkesa e Néterit) né kété rast éshté :

Q=p,&; —F=p c.]i a-La :(pi E]i_ Lj& = const.
Megenése variacioni At éshté fiks pér té gjitha grimcat del gé madhésia gé ruhet éshté
Q:(pidi— L):const. ; Z—?zo

Sikur té kishim njé grimca té vetme me masé m né lévizje me shpejtési konstante sipas boshtit x do té
kishim :

. co 22 .2
Q:(pqi—Lj:mxx—mx [2=mx /2

Madhésia gé ruhet éshté energjia mekanike, ose ndryshe Hamiltoniani i sistemit né njé paraqitje tjetér
(Hamiltoniane) té mekanikés né vend té asaj Lagranzhiane.

d.Teorema e Néter-it né teoriné e fushés klasike

NEé fakt teorema Néter ka réndésiné mé té vecanté kur zbatohet né teoriné e fushés klasike, qé éshté
baza e teorive moderne té fizikés. Né teoriné e fushés pérdoret si mé e pérshtatéshme trajta Lagranzhiane,
pér arsye té faktit gé fushat e vazhduara té teorive bashkékohore jané relativiste (Teoria Speciale e
Relativitetit).

Kemi théné se koordinatat diskrete dhe derivati i tyre me kohén, gé kemi né mekanikén diskrete té

grimcave, do té zévendésohen me funksionet e vazhduara- ¢, , a=1,2...n - sa numri i funksioneve, si vijon:

0, (0)= g% )=4(x")=¢(xfx=0123 dhe §t)=04,/ox" =4,,=0,4(x)

Kemi edhe operatorin kontragradient 6 =7n*"0,, .

Supozojmé se kemi fushé té vazhduar klasike, Lagranzhiani i té cilave éshté invariant edhe ndaj
translacioneve né hapésiré-kohé, pérveg invariancés ndaj shndérrimit t& Lorencit (rrotullimeve né
hapésiré-kohé), késhtu gé pér rrjedhojé nuk kemi vartési eksplicite nga koordinatat hapésinore-kohore

X* . Né kéto rethana Lagranzhiani i fushés klasike do té shkruhej

L= _L (¢a (X)’ au¢a (X ))jV '



ku L éshté dendésia e Lagranzhianit. Me indeks a tani jané shénuar fushat gé hyjné né Lagranzhian- fusha
gé

jané né njé numér té fundém, né vartési té rastit konkret. Atéheré, veprimi i fushés do té jeté i dhéné me

formulén:
|=j:12|_dt=f12dtL£(¢a( 00KV = [ £(6,(x)0,4,(Me2ic =1,

ku Q &shté nj€ véllim katérpérmasor q€ “pérfshin” tri-hapésirén e pafundme dhe intervalin kohor nga njé

cast T, né njé tjetér T, >1,. Térhegim vémendjen e lexuesit se duhet té kemi parasysh shumim sipas

indeksit latin a, kur kemi t& béjmé me fushé me shumé pérbérése, por ne nuk po e shenojmé pér té mos

rénduar shkrimin. Né rastin e fushés me njé pérbérése (fushés skalare) indeksi nuk figuron. Késhtu, né rastin

e teorisé relativiste té fushés, mé shpesh do té pérdorim rastin mé té thjeshté té fushés skalare

w(x“)=y(x), pér té cilin, kur béhet njé shndérrim Lorenci, kemi y'(X') = w(x).

Q¢ tani mund té anticipojmé me kéto pohime, té cilat do t’i demonstrojmé séshpejti, pohime g€ jané:

1. Né se Lagranzhiani i njé sistemi té vazhduar éshté invariant ndaj shndérrimit té Lorencit (ose grupit té
Puenkare’-sé€), atéheré edhe veprimi éshté po ashtu invariant, pérderisa elementi véllimor katérpérmasor
éshté Lorenc-invariant.

2. Lagranzhiani i sistemit t& vazhduar nuk éshté i pércaktuar né ményré té vetme, né kuptimin gé dy

Lagranzhiane Ldhe L', gé ndryshojné nga njeri-tjetri vetém nga njé katérdivergjencé e njé fushe
vektoriale e tipit auF“(x), jané té njévlershém, pra veprimet e tyre gjegjése-1,1'japin té njejtat

ekuacione “té 1€vizjes” sé fushés mbi bazén e parimit t€ veprimit minimal.

Si pérséritje té asaj gé kemi théné mé paré, b&jmé variacionin e veprimit té fushés nepérmjet variacionit
té funksioneve té fushés dhe marrim kété variacion:

S = jgcsﬁd Q= jg[jj 5, + a(j£¢ )5[3#(5¢a He =

oL oL
-0 O o O
L5 s oo Lo 5y

(Me qé pérséritet indeksi a nénkuptohet shumé sipas tij pér a=1,2.....n , duke mos e shenuar shenjén e
shumeés, por duke e nénkuptuar).

Integrali i fundit &shté integral né njé katérvéllim té njé katérdivergjence té njé katérvektori. Si¢ dihet, ai
kthehet né fluks (teorema e Gausit) né njé hipersipérfage rrethuese té katérvéllimit toné Q. Ai fluks béhet
zero sepse supozohet se fusha éshté zero né infinit t€ hapésiré tripérmasore (né raport me origjinén e
zgjedhur t& koordinatave hapésinore) dhe kemi J¢,(x,)= ¢, (7. ,t,)=5¢,(x,)=0¢, (7 ,t,)=0
Atéheré, duke kérkuar gé té plotésohet parimi i Hamiltonit i veprimit ekstremal, pra duke kérkuar gé 51 =0
pér ¢do variacion té fushés qé plotéson kushtet né kufi, marrim ekuacionet “e lévizjes” sé fushés, ose
ekuacionet Ojler-Lagranzh, té trajtés:

oL _, [ ar
o, "\ 90,4 @

Né se do kérkonim variacionin e dendésisé sé Lagranzhianit - £, do té merrnim formulén



oL oL
oL [8¢ og + Wﬂaﬁ] [ n (a(aﬂ¢a)]]5¢a+3#(m5¢aJ (b)

Né kété formulé kuptohet shuma sipas indeksit grek nga zero deri né tre dhe shuma sipas indeksit latin a
nga 1 deri né N, aq sa éshté numri i funksioneve té fushés. Nga mé lart shihet se Lagranzhiani i sistemit (né
fakt

dendésia e tij) nuk pércaktohet né ményré té vetme, pra dy Lagranzhiane—[(qia,éﬂqia) dhe

L= £(¢a,a #¢a)+ 0 ,F*(¢,) prodhojné té njejtat ekuacione t& fushés, krejt né ngjashméri me mekanikén

diskrete té grimcave, pér té cilén Lagranzhiani pércaktohet me aférsiné e njé termi shtesé, gé éshté derivat
i ploté i njé funksioni ¢farédo i koordinatave dhe kohés né lidhje me kohén, pra té njé termi té trajtés

dF(q;,t)/ dt. Termi shtesé i Lagranzhianit, q& nuk ndikon né ekuacionet e lévizjes éshté

. [ oL
j —(M‘MJ

Shndérrimi i funksioneve té fushés qé kalon ¢, — @, + 5@, me 5, = X, (#) pérfagéson njé simetri né se
varaiacioni gjegjés i Lagranzhianit éshté i formés:

oL=0,F",
ku F”(¢) éshté njé bashkési funksionesh té funksioneve té fushés-pérbérése té njé fushe vektoriale

katérpérmasore. (Véreni analogjiné me variacionin e Lagranzhianit me aférsiné e njé derivati té ploté té njé
funksioni ¢farédo té koordinatave dhe kohés).
Kalojmé tani né teoremén e Neéterit né fushat klasike té vazhduara.

Formulimi i teoremés éshté ky: Cdo simetri e vazhduar e Lagranzhianit té fushés shpie né ekzistencén e njé
“rryme” konservative-rryma e Néterit- j*; 1 = 0,1,23, té tillé gé té plotésohet ekuacioni diferencial

0,=0,

gjé gé nénkupton njé ngarkesé gé ruhet-ngarkesén e Néterit Q , e cila pérkufizohet me formulén
Q=] fav

Kjo gjé verifikohet lehté po t& marrim derivatin kohor té saj
N[ Ty, vejov- fises=0.

sepse rryma shkon aq sa duhet shpejt né zero kur jemi pambarimisht larh origjinés sé koordinatave
hapésinore. “Ngarkesa” e Néterit mbetet konstante né kohé.
Né se duam ngarkesén né njé véllim té fundém V té hapésirés tripérmasore, atéheré do té kemi

Q, = I j°dV ngarkesén e pérfshiré né véllimin e fundém V dhe derivatin kohor té saj té dhéné me:



dQv:J'

o T
- —dV——IVVOjdV——iJOdS,

ot

ku Sv &shté sipérfagja rrethyese e véllimit té fundém. Ky éshté ligji lokal i ruajtjes sé “ngarkesés” sé Néterit,
né analogji me rusjtjen e ngarkesés elektrike né lévizjen e ngarkesave elektrike té shpérndara né ményré té
vazhduar né hapésiré.

Atéherg, fillimisht bé&jmé njé shndérrim arbitrar té funksioneve té fushés ¢, — @, + 5@, me ¢, = X, (),

pér té marré variacionin e Lagranzhianit me formulén (b). Megenése po kérkojmé té plotésohen ekuacionet
e fushés, merret variacioni i Lgranzhianit i dhéné me formulén

5£:a”( oL x]

8iaﬂ¢a )"

Nga ana tjetér, né se 5@, = X (¢) éshté simetri e fushés, duhet t& kemi edhe 6L =9 ,F* . Duke krahasuar

oL X, |-0,F"=0,o0se
e :

gjejmeé kété rezultat evident: 0 ﬂ[
u

0,0"=0 ©),
ku

u_| 0L eu
: (WJ i ©

éshté madhésia gé ruhet-rryma e Néterit. Ky pérfundim pérbén demonstrimin e teoremés.

d: .Translacionet né hapésiré-kohé dhe tenzori i energji-impulsit i fushés klasike

Né mekanikén diskrete pamé gé invarianca ndaj translacioneve né hapésiré shpinte né ruajtjen e
impulsit, ndérsa invarianca ndaj translacionit né kohé shpinte né ruajtjen e energjisé. Tani do té shohim gé
digcka e ngjashme ekziston né teoriné e fushés. Késhtu le t¢ marrim njé translacion infinitezimal té trajtés

X" X =X =& X =X+ E £ <<
gé sjell shndérrimin e funksioneve té fushés sipas formulés

4.(x) > 4,(x)+£"0,4,(x) (@),
Kétu mé lart té vérehet shenja gé shfaget plus sepse po marrim parasysh njé shndérrim aktiv dhe jo pasiv.

[Vérejtje: Cili éshté ndryshimi ndérmjet shndérrimit aktiv me ate pasiv? E sgarojmé kété gjé me njé
shembull konkret mjaft té qarté e lehtésisht té pérfytyrueshém.

E zemé se duam ta zhvendosim fushén e temperaturave né dhomé né té djathté. Pra, kjo &shté temperatura
gé fqinji i juaj né té majté po ndjen tani dhe ju té ndjeni pas zhvendosjes.

Ka dy ményra té arrihet kjo gjé: sépari, mund té I&viznim molekulat e ajrit né té djathté dhe efektivisht kemi
zhvendosur temperaturén né té djathté; sédyti, mund ta lemé ajrin té palévizur dhe ne mund té Iéviznim né
té majté, pra té ndjejmé ate temperaturé gé fqinji i majté i yni ndjeu Bara veprimit. Pyetja éshté se cili éshté
ndryshimi i veprimeve né fjalé? P&r veprimin e paré themi se &shté béré njé shndérrim aktiv, ndérsa pér té
dytin themi se éshté béré njé shndérrim pasiv.
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Qéta shﬁrehim matematikisht kété gjé, themi se shndérrimi aktiv éshté njé shndérrim gé veté gjéja (né rastin
toné fusha e temperaturés) léviz, né njé kohé kur shndérrimi pasiv éshté ai kur lévizim sistemin e referimit

té koordinatave (né rastin toné lévizim ne vetg).
Eshté plotésisht e garté gé shndérrimi aktiv, pa marré parasysh njé sistem koordinativ referimi éshté mé me
kuptim té drejtpérdrejté fizik. Théné me fjalé té tjera, né rastin e shembullit gé po shqyrtojmé, shndérrimi
pasiv ka kuptim né se ne jemi né dhomé dhe Iévizim pér té
pasiv ndjeré ndryshimin, ndérsa shndérrimi aktiv ka kuptim fare
P té rregullt, pa gené nevoja té jemi ne né dhomé pér té véné

re ndryshimin.

......... Né figurén kétu kemi njé ilustrim té miré pér té treguar
1 i ndryshimin e shndérrimit aktiv me ate pasiv. Shihet se jemi
né rrafshin x,y (rrafshi i figurés) ku marrim né shqyrtim
njé piké P té tij. Shndérrojmé koordinatat e pikés P duke
ruajtur té palévizshém sistemin Kartezian té koordinatave
por duke rrotulluar rreze-vektorin e pikés me njé kénd 6
né sensin orar (fig.majtas). Pika P ka shkuar né P’. Mirépo ne mund té marrim té njejtin rezultat té
shndérrimit té koordinatave té pikés P gé mbetet né vend, KUR rrotullohet sistemi koordinativ né sensin
kundér-orar me kéndin —@. Ky éshté shndérrim pasiv, né ndryshim nga ai aktiv i béré mé paré. Shihet
garté se kemi té njejtin shndérrim- rezultat té dy veprimeve.

Pér kété arsye, né teoriné e fushés, si klasike ashtu dhe kuantike, merren né shgyrtim shndérrimet aktive,
piza_ zh]vendosim fushat dhe jo sistemin koordinativ. Késhtu, do té marrim parasysh vazhdimisht shndérrimet
aktive

—

.
-
LLLL)
. 2
S m———

\~~

Duke gené fusha skalare, duhet té kemi ¢, (x)=¢,'(x’) = 4, (x" - év), nga ku del menjéheré ekuacioni ()
Atéheré, dendésia e Lagranzhianit shndérrohet sipas skemés:

L(x)—> L(x)+£"0,£L(x) ©),

duke imituar shndérrimin e skalarit ¢(X). Kjo gjé éshté e sakté duke pasur parasysh se Lagranzhiani nuk

varet né ményré eksplicite nga koordinatat x, por vetém nepérmjet funksionit té fushés dhe derivateve té tij.
Té gjitha fushat klasike gé shqyrtojmé gézojné kété veti té pavarésisé eksplicite t&€ Lagranzhianit nga
koordinatat hapésinore-kohore né ngjashméri me mekanikén e grimcave kur Lagranzhiani nuk varej né
ményré eksplicite nga koha.

Né kéto rethana, megenése variacioni i Lagranzhianit éshté 5£(x) =¢"0, L= av(gw) (madhésité £ jané
konstante!), jemi né kushtet e teoremés sé Néterit, prandaj mund té identifikojmé katér madhési gé ruhen,
qé i gjegjen katér komponenteve t& madhésisé sé translacionit £;v =0,1,2,3, qé jané

A oL _SH [ _THu
(J )V—(W@%J o L=TH (M),

sepse madhésité konstante & thjeshtohen né procesin e katérdivergjencés sé rrymés sé Néterit. Shprehja
né kllapa quhet tenzori dendési i energji-impulsit té fushés klasike, qé gartas gézon vetiné fundamentale:

0,T" =0 ()

Krahasoni formulén e tenzorit té energji-impulsit kétu me formulén (3.3.2”) t€ fituar mé parg. _
Madhésité gé ruhen jané energjia e téré fushés-E dhe impulsi i téré fushés me komponente hapésinore P'
;i=1,2,3 té dhéna me shprehjet pérkatése:

_ 00\ /- i 0i
E= ijT dV:p _ijT dv
Shembull: Marrim parasysh njé fushé skalare ¢(T,t) = ¢(X) me Lagranzhian té dhéné me formulén
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1 1 1 %1 1
.E:— ,uva _ = m2 2= _—V 2~ 242 A
X (90,9 2m¢ —2C2¢ 2( ) 2m¢ (A)

Nga ky Lagranzhian gjejmé madhésité gé ruhen, nepérmijet tenzorit té energji-impulsit (f) kur kemi vetém
njé “koordinaté” t& fushés ¢(F,t)=@(x). Do té& kemi:

R R R 7 Ry
RO

Kjo dendési energjie €shté shumé e “energjisé kinetike” E dhe “energjis¢ potenciale” té fushés-V, pra kemi

E=T+U,
ku

T=¢7 U=2(7g) +5mig’

Nxjerrim ekuacionet e fushés duke u nisur nga Lagranzhiani (A), duke nxjerré mé paré madhésité:

——m24 - oL _Alg_ (4
m¢ ; W_a ¢—(¢' V¢)

Ekuacioni Ojler-Lagranzh (a) jep kété ekuacion fiferencial:

$-v2p+m?4 -0,
gé né trajté katérpérmasore rishkruhet
2
0,0fp+m¢p=0 (B)
Ky éshté ekuacioni i Klain-Gordonit i pérmendur edhe mé paré nga ne.

Shembull: Lagranzhiani i fushés elektromagnetike né zbrazéti né mungesé té ngarkesave éshté i dhéné me
formulén tashmé té njohur:

l LV
L=——""F"F,

414,
Duke ndjekur té njejtén proceduré, provoni gé energjia qé ruhet éshté me dendési

ku sic dimé kemi kété lidhje té fushave vektoriale me funksionet potenciale té fushés

A = (A% A23)=(p/c,A) , g jane E=-Vp-AB=VxA
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dz . Shdérrimi i Lorencit lidhur me rrotullimet né hapésiré-kohé dhe ruajtja e momentit kéndor té
fushés

Né mekanikén klasike diskrete (te grimcave) invarianca ndaj rrotullimeve né hapésiré shpinte
ruajtjen e momentit kéndor. Tani shtrohet pyetja se cila éshté analogjia né teoriné e fushés?
Pér té paré se cilat madhési fizike ruhen né rastin e fushés klasike relativiste lidhur me rrotullimet né
hapésiré-kohé, gé i gjegjen shndérrimit homogjen té Lorencit, shqyrtojmé njé shndérrim infinitezimal t&

koordinatave hapésinore-kohore me ané té matricés sé shndérrimit né kété rast- A“, :
X =X X" = A = (0" + 0" )X"? (a),

ku kemi parasysh madhésité infinitezimale @*, <<1 . Q& shndérrimi (a) té jeté shndérrim Lorenci duhet
té lejé intervalin infinitezimal té ngjarjeve invariant, gjé qé shpie automatikisht tek kushti:

v

o™ =-o™ (@)

Sigurisht, kemi ngritjen e indeksit grek me formulén e njohur """ = n”pa)pv.

Detyré: Provoni antisimetriné e koeficientéve té shndérrimit infinitezimal mé sipér.

Pra, shndérrimi karakterizohet né rastin mé té pérgjithéshém nga tri translacione né hapésiré-kohé dhe tri
rrotullime né trihapésiré, pra jané gjithsej 6 parametra gé karakterizojné shndérrimin homogjen té Lorencit.
Né se do té paragitnim né trajté matricore 4x4 tabela e koeficientéve do té kishte pamjen:

0 o™ PRCENN
|~ o™ 0 2 8
0% _o?? 0 s
—o® —a® —0® 0

Koeficientét 0, 0, ™ i gjegjen lévizjes relative té sistemeve inerciale sipas boshteve x,y,z pérkatésisht

me shpejtési konstante, ndérsa @', w™,®*i gejgjen kéndéve gé formojné me njeri-tjetrin boshtet

karteziane té dy sistemeve (pér shembull kéndet e Ojlerit). Kéta jané 6 parametrat qé karakterizojné
shndérrimin homogjen té Lorencit.
Kemi théné se bashkésia e shndérrimeve té Lorencit formon grup-grupin e Lorencit, gé éshté njé grup Li
(elementet e grupit jané funksione té vazhduara té parametrave té tyre). Shndérrimet e Lorencit veprojné né
hapésiré-kohé, por na intereson si vepron shndérrimi i Lorencit né veté fushén, e cila ka kété hapésiré-kohé
si “habitat t& saj”.

E nisim kété analizé me fushén skalare-funksionin skalar té koordinatave hapésinore-kohore ¢(X).

Do té kemi
#x) > ¢ (x'= AX) = g(x) = g4 "),
sepse po marrim parasysh njé shndérrim aktiv té koordinatave hapésinore-kohore, nw ndryshim nga ai

pasiv. (Shihni vérejtjen e béré né paragrafin e méparshém)
Nga shndérrimi i Lorencit X'= AX fusha skalare ¢(x) shndérrohet sipas formulés evidente:

#(x) > #(x) = 4(x') = gA7x) = glx" — 0. x" ) = glx*)- 07, x"0,,p(x).

2 Po pérdorim simbolin grek té madh pér germén L gé simbolizon shndérrimin e Lorencit pér t& mos e ngatérruar me
Lagranzhianin e sistemit
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sepse kemi béré zbérthimin né seri té Teilorit duke marré variacionin e koordinatave infinitezimal dhe duke
pasur parasysh se koeficientét ®*, jané konstantg.

Nga mé sipér mund té shkruajmé kété variacion té potencialit té fushés:

5p = —a" X"0,4(x)

Meqgenése Lagranzhiani éshté skalar mund té shkruajmé té njejtén formulé pér variacionin e Lagranzhianit,
pra té marrim formulén:

5L = -, x"0,L =0, (" X" L)

(Té kihet parasysh antisimetria e koeficientéve té shndérrimit infinitezimal, qé lejon shkrimin e variacionit
té Lagranzhianit si mé lart: a#xv =ox" [ox* =6" ;0" =0)

Ushtrim: Provoni rezultatin e fundit.

Késhtu, Lagranzhiani ndérron me njé divergjencé té ploté té katérvektorit F* = —@*,X"L , nga ku
gjejmé madhésité gé ruhen. Kemi dendésiné e rrymés katérpérmasore té Néterit:

. oL oL
#o= 5 X)— F,Ll == O-V Xva _5#0')(‘/.[: =— O-vT#o'Xv
) K i ’

Kemi léné koeficientét infinitezimalé té shndérrimit- @*” me gellim té identifikojmé madhésité gé ruhen,
por n€ realitet mund ta heqim ato, si madhé&si konstante, pér t€ marr€ 6 “rryma” té ndryshme pér ¢do

parametér @"", sipas formulés
(j# )“’ = XPTHo _xOTH = M™° (b) ,

pasi kemi pajisur vektorin J* me dy indekset greke p,o & marrin vlerat 0,1,2,3. Kuptohet se veté indeksi
i paré u merr po ato vlera. Eshté e garté se do t& kemi 8y(j” )FU =0, (X"T“” —X"T”p)z 0,M*? =0,
sepse 0,T* =0, T* =0. (Rikujtoni shprehjen pér tenzorin e energji-impulsit t& fushés dhe formulat
3.4,7.8).

Kjo madhési plotéson kushtin &, ((j“ )pa) =0, pér ¢do indeks grek gé merr vlerat 0,1, 2,3. duke dhéné 6

madhésité qé ruhen-“ngarkesat” e Néterit. Atéheré, pér indekset greke p,o =i=212,3 (u = 0) shndérrimi
i simetrisé éshté thjesht rrotullim boshtesh né hapésirén dypérmasore, duke dhéné késhtu tenzorin qé ruhet:

MI=QV= [ (xT-x'T")dv

Ky tenzor jep momentin e ploté kéndor té fushés klasike. (Krahasoni kéto formula me ato gé nxorrém né
trajtesén me hamendésim pér momentin kéndor té fushés né paragrafét e méparshém (formulat 3.4.8)).

Tri madhésité e tjera gqé ruhen i gjegjen shndérrimeve té Lorencit gé vijné nga lévizja e njétrajtéshme e
sistemeve té referimit duke mbajtur paralele boshtet e tyre (jo rrotullime né hapésiré). Madhésia gé ruhet né

kété rast ka tri pérbéréset e veta pwr p=0,0=12,3 (£ =0):
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MO = QOi _ J‘V (XOTOi —XiTOO)dV

Pér té paré se cfaré éshté kjo madhési qé ruhet béjmé derivatin né lidhje me kohén (x° =t, c=1!) qé duhet
té japé zero, pra:

0i 0i 0i
dQ =0:j 1o 4 49T v-ij xiT°°dV=0=Pi+tJ' idV—iJ' X TOdV =
dt v, at dt Jv. V. ot dt Jv.
pi 4t 9P yipogy — g

dt  dt

o

Mirépo, P' éshté pérbérésja e i-té e impulsit té ploté té fushés gé ruhet, dhe pra derivati i tij me kohén éshté
zero, késhtu gé termi i dyté bie né ekuacionin e mésipérm. Atéheré nga mé sipér kemi:

% _[VX‘TOOdV == const.

Formula e fundit na tregon se gendra e energjisé (masés) sé fushés léviz me shpejtési konstante.

Ushtrim: Interpretojeni kété pérfundim dhe krahasojeni me analogun e levizjes sé bashkésisé sé grimcave
masive pikésore.

ds . Ekuacioni i Shrédingerit nga Lagranzhiani pérkatés dhe simetria U(1) né kontekstin e teoremés sé
Néter-it

Né konkluzion té kétij kapitulli pyesim né se né se éshté e mundur té formulaohet dinamika e funksionit
valor té Mekanikés kuantike né kuadrin e Mekanikés Lagranzhiane. Pérgjigjja éshté po, né se funksionin valor

(pér thjeshtési e marrim me njé pérmasé hapésinore) té trajtés 1//(X,t) e shqyrtojmé tani si njé fushé té
vazhduar -gjegjése né teoriné e fushés qé pamé deri tani. Funksioni karakterizues i fushés éshté tani kompleks.
Duke e marré problemin nga e kundérta ndértojmé njé Lagranzhian (Tani né fakt éshté dendési e
Lagranzhianit) té trajtés

1... .0y ow', h* oy’ oy .
L=ify Ly Y- LV TV
2["”at "'/at]zmax YV (),

ku shenja plus mbi funksionin karakterizues tregon kompleks- konjugimin. Né kéto kushte ne po themi se
fusha karakterizohet nga dy funksione karakterizuese qé jané w, =w(x,thy, =y (x,t). V(xt) éshté

potenciali pér fushén kur funksionin e fushés e konsiderojmé si funksion valor t& Mekanikés kuantike, ndérsa
m éshté masa e grimcés kuantike. N& Lagranzhianin e mésipérm, termi i paré shfaq kontributin e ndryshimit
kohor té funksionit; termi i dyté kontributin e ndrsyhimit hapésinor té tij dhe termi i treté bashkéveprimin me
potencialin ku éshté ekspozuar grimca ( né rastin gé shgyrtojmé ajo nuk éshté e liré). Pér plotési, termi i fundit

mund té vihet né trajtén Vi "y = V|l//|2, pra ky kontribut éshté né pérpjesétim me katrorin e amplitudés sé

funksionit té fushés (funksionit valor) né ngjashméri-pér shembull-me energjiné potenciale té& oshilatorit
harmonik gé éshté e pérpjeséshme me katrorin e madhésisé sé shmangies sé oshilatorit nga origjina e
koordinatés.

Ushtrim: Duke u nisur nga ekuacioni Ojler-Lagranzh pér fushén W(X, t) dhe Lagranzhiani i mésipérm, gjeni
ekuacionin e Shrédingerit né trajtén:
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_i oy
2m ox>

+Vy/=ih86—'/t’EEy/ (b),

ku E éshté energjia e grimcés kuantike.

Lagranzhiani né€ pérdorim gé€zon njé simetri q€ e quajmé U(1) simetri sepse kur shndérrohen “koordinatat e
fushés™ né trajtén w(X,t) =y (X, 1)e";p (X, t) =y *(X,t)}e ¢ Lagranzhiani mbetet i pandrshuar, gjé qé

lexuesi mund ta provojé drejtpérdrejté nga gé €'’ xe™'? =1.

Tani pyetet se cila éshté madhésia gé ruhet si rezultat i késaj siemtrie? Pér kété gellim shohim si zakonisht
shndérrimet infinitezimale t& funksioneve: w(x,t)e'”;w"(x,t)e"*ku madhsia S <<1. Atéherg, me
aférsi té rendit té paré kemi kéto shndérrime té dy funksioneve karakterizuese té fushés:

v = p(x ¥ =1+ (isplyp" —>1-(isph"
Pér rrjedhojé, kemi kéto madhési té ndryshimit té tyre:
Sy =idpy;oy" =—idpy” (©
Nga kétu mé lart, sipas skemés sé pérgjithéshme, marrim ngarkesén e Néter-it té dhéné me formulén:

oL s, o
oowia)” " doy ia)

Sy* =-hy'ydp=-ny| Sp  (d)

(Té kihet prasysh se v, = w(X,t)w, =w"(x,t) dhe funksioni F i pranishém pérgjithésisht né skemén e
pérgjithéshme kétu éshté zero-F=0).
Mé tej, rryma e Néter-it jepet me formulén

22 +
dwiox) " aloy " 1ox) 2m|” ox T o

Késhtu, nga simetria U(1) e Lagranzhianit té ekuacionit té Shrédingerit kemi madhésité gé ruhen né kohég, gé
jané ngarkesa dhe rryma e Néter-it t& dhéna me formulat (d) dhe (e).

Ajo gé éshté me shumé réndési té theksohet kétu éshté se té dyja madhésité ruhen lokalisht njékohésisht
bashkeérisht, né ngjashméri me ligjin likal té ruajtjes sé ngarkesés sé shpérndaré né ményré té vazhduar dhe
né lévizje, pra verifikohet lehtésisht se jo vetém dQ/dt =0;dJ/dt =0, por mund té provohet lehtésisht se

kemi edhe kété ligj:

R, 3 ),
ot 0oX
né ngjashméri me ligjin e ruajtjes sé ngarkesave gé éshté 2t + x =0, ku kemi dendésiné e ngarkesave né

lévizje dhe dendésiné e rrymés gé ato pércojné me lévizjen e tyre (té mos harrohet se jemi né rastin me njé
pérmasé hapésinore!). Ekuacioni (f) quhet ekuacioni i vijueshmérisé pér analogji.

Ushtrim: Provoni drejtpérdrejt ekuacionin (f)
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Duke marré parasysh interpretimin kuantomekanik té katrorit t¢ modulit t& funksionit valor si dendési
propabiliteti- P(x,t) = [w(x,t)[, ekuacioni i rujatjes lokale (f) do té shkruhet tani né trajtén e njohur nga
Mekanika Kuantike, si mé poshté

(),

P in( ,o? 0"
— =V '/2/—1// i
o  2m OX

gjé gé jep ruajtjen lokale té dendésisé sé propabilitetit
Ushtrim: Provoni formulén e fundit =(g)

Té japim tani kuptimin e ruajtjes globale té probabilitetit duke integruar né téré hapésirén (né rastin
toné pér x nga minus né plua infinit) t& ekuacionit t& vijueshmérisé (f). Kemi :

J 7R [ =02 [ Qx4 (e t)-I(-o0.1)

Por, nw pafundwsi funksioni valor wshtw zero (me kuptim tw gartw fizik) , prandaj nga mw sipwr marrim
0 += 0 (+9 2
) Qdx=—ndp_[ lyfdx=0

(madhésité #,0¢ jané konstante né téré intervalin nga minus né plus infinit).
Duke interpretuar dendésiné e probabilitetit P = |1//|2 nxorém gé % fm Pdx =0 , ose fm Pdx = const.

Pérfundimi éshté i garté: Integrali i fundit jep probilitetin e ndodhjes sé grimcés né téré hapésirén gé nuk ka
si ndérron me kohén. Ne e normojmé funksionin valor né ményré qé ai probabilitet té dalé 1. Pra, formula e

mirénjohur e Mekanikés Kuantike P = |1//|2 gshté me kuptim té ploté fizik.

Pér plotési, si pérmbyllje po themi dy fjalé pér kuadrin e veprimit té simetrisé U(1). Kjo simetri konsiston né
njé koncept themelor gé éshté e lidhur ngushté me fushén elektromagnetike. Né kuadrin mé té pérgjithéshém
éshté njé simetri kalibruese gé komandon sjelljen e ngarkesave elektrike dhe forcave elektromagnetike. Kjo
simetri shpjegon ruajtjen e ngarkesés elektrike, ekzistencén e fotonit me masén zero dhe veté natyrén e
bashkéveprimit elektromagnetik. Né gjuhén matematike grupi i shndérrimeve té funksioneve komplekse-grupi

U1), pérfagésohet nga funksionet komplekse €', ku ¢ éshté njé kénd cfarédo, té cilat duke vepruar mbi
fushat karakteristike té sistemit fizik, duke gené se lené té pandryshuar Lagranzhianin e sistemit quhen simetri.
Kur kéndi ¢ éshté njé madhési konstante atéheré siemtria quhet globale dhe kur kemi go(x)—pra vartési nga
pika e hapésirés, simetria quhet lokale ose simetri kalibruese. Né ratsin e fushés elektromagnetike dimé se ajo
ka si funksion té fushés 4-potencialin A  dhe rezulton té jeté njé fushé kalibruese me simetri té tipit U(1),

sepse kemi invariancé té Lagranzhianit nga shndérrimi

A,xX)—>A,(Xx)+0,F(x),

ku rolin e go(x)e luan tani f(x) (kujtoni kapitullin 11 tek invarianca gradiente). Mg tej, kjo simetri shpie tek
ruajtja e ngarkesés elektrike dhe rryma gé ruhet éshté veté rryma e ngarkesave. Kur fusha elektromagnetike
kuantizohet fusha kalibruese rezulton né fotone gé nga ana e tyre ndérmjetésojné né bashkéveprimin
elektromagnetik. Parimi i simetrisé lokale U(1) éshté koncepti bazé né Teoriné Kuantike Té Fushés dhe
Modelin Standard té grimcave elementare.
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